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ESPACES PREHILBERTIENS REELS

Proposition 1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel. Pour tout (z,y) € E?,

|(@]y)] < [llllly]l-

Proposition 2 (Cas d’égalité dans I’inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit (E,(.].)) un espace préhilbertien réel. Pour tout (z,y) € E?,

(@l =llzllllyl = (2,y) lice.
Proposition 3 (Inégalité de Minkowski)
Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel. Pour tout (z,y) € E?,

e +yll < =]l + [lyll-
Proposition 4 (Cas d’égalité dans 1’inégalité de Minkowski)
Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel. Pour tout (z,y) € E?,
lz+yl| = |l + ly]] <= 2x=0o0u3dXeRy, y=Az.

Proposition 5
Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel. Soit (z,y) € E?,

lz+yll> =l + lyl* + 2(2ly)
lz =ylI* = lll* + llyl* - 2(2ly)
lz+yl?>+ lz—yl*> = 2(|z|®>+ |y|*) (Identité du parallélogramme)
(zly) = i (|l + ylI? = [lz — Z/||2) (Identité de polarisation)

Proposition 6 (Relation de Pythagore)
Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel.
(i) Soit (z,y) € E2.
vly <= ety =l +yl*.

(ii) Soit (z;)i1<i<n € E™ une famille orthogonale, alors

n n
1Y @il = Il
i=1 i=1



MP2I - Espaces préhilbertiens réels 2

Proposition 7

Soit (E,(.].)) un espace préhilbertien réel. Soit (z;)1<i<n une famille orthogonale de E telle que pour
tout ¢ € [ 1,n], z; est non nul. Alors (z;)1<i<, est libre dans E.

En particulier, une famille orthonormale est libre.

Théoréme 1 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt)
Soit (E, (.|.)) un espace préhilbertien réel. Soit (z;)1<i<p une famille libre de vecteurs de E. Il existe
une unique famille orthonormale (v;)1<i<p de E telle que

Vie[1,p] Vect(z1...,x;) = Vect(vr,...,v;) et (zi]v;) > 0.

Théoréme 2 (Existence de bases orthonormales dans un euclidien)
Tout espace euclidien possede une base orthonormée.

Théoréme 3 (de la base orthonormée incompléte)
Soit (E, (.|.)) un espace euclidien de dimension n. Soit (e;)1<i<, une famille orthonormale de E (p < n).
Il existe (ep+1, - - -, €,) une famille de vecteurs de E telle que (e;)1<i<p s0it une base orthonormale de E.

Proposition 8 (Calculs dans une base orthonormée)
Soit (F, (.].)) un espace euclidien de dimension n. Soit B = (e;)1<i<n une base orthonormée de E.
n

(i)Ve e B,z = ;(ei\x)ei.

n n n n
(i) V(z,y) € B, six = 3 zie; et y = Y yie; alors (z]y) = 3 zy; et ||z]| = z3.
j ‘ i=1 \ i=1

i=1 =1

(ii) Pour (z,y) € E?, on note X et Y les matrices représentative de x et y respectivement dans B.

Alors (z]y) = XTY et ||z = VXTX.

Proposition 9 Matrice représentative d’un endomorphisme dans une base orthonormée
Soit (E, (.].)) un espace euclidien de dimension n. Soit B = (e;)1<i<pn une base orthonormée de E.
Soit f € L(E). On note A la matrice représentative de f dans B et A = (a;j)1<i<n. On a

1<j<n

(i, j) €[L,n]*  aij = (il f(es).

Proposition 10
Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel.
(i) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors, F- est un sous-espace vectoriel de E et

FNF+={0}.

(ii) Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires orthogonaux, alors G = Ft.
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Proposition 11 (Distance & un sous espace vectoriel possédant un supplémentaire or-
thogonal)

Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E possédant un supplémentaire orthogonal. On note p le projecteur
orthogonal sur F (projecteur sur F parallelement & F*).

Soit « dans E. La distance de z & F' est atteinte pour un unique élément de F' : p(x). Ou encore : si
on note d = ng“Hx —y||, alors d = ||z — p(x)|| et si z € E vérifie d = ||z — z||, alors z = p(x).

Proposition 12

Soit (£, (.].)) un espace préhilbertien réel. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, n.
(i) E=FeoFt.
(ii) On note p le projecteur orthogonal sur F. Si (e;)1<i<, est une base orthonormée de F', alors
pour tout z € F,

n

plx) =Y (eilr)e;

i=1

Proposition 13 (Distance a un sous espace vectoriel de dimension finie)

Soit (F,(.|.)) un espace préhilbertien réel. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.
On note p le projecteur (orthogonal) sur F.

Soit x dans E. y — ||z — y|| admet un minimum global sur F' atteint (uniquement) en p(zx).

Proposition 14

Soit (F, (.|.)) un espace euclidien. Soit u € E, u # 0. On note H = Vect(u)*.
([u)

(alu) U

Pour x € E, le projeté orthogonal de x sur H est x —

La distance de = & H est Kﬁ”‘qﬁ)‘.

Proposition 15

Soit (E, (.].)) un espace euclidien. Soit F' un sous espace vectoriel de E.
(') E=FoF+
(ii dlm(FJ-) = dimFE— dimF.
(iii) (FL) =F.



